
１．緒　　言

　近年，管路内混相流の流動状態を非破壊非接触で可視

化する手法として，コンピューティッド・トモグラ

フィー（��）法�）が，広く用いられるようになってきた．

固気二相流の分野では，比較的安価であるキャパシタン

ス ��が開発され�），流動層内の気泡合体�）やバブル挙

動の可視化 �），空気輸送におけるリアルタイムなプラグ

流の可視化�）や粒子挙動の解析�）などに適用された．こ

のキャパシタンス ��は，多数の電極からなるセンサを

管路外周に配置し，各電極間のキャパシタンスを�����

程度の短時間で測定し，画像再構成法により管路断面の

誘電率分布，すなわち，粒子と気体の分布を求めるもの

である．しかしながら，この測定キャパシタンスから誘

電率分布を求める問題は，解の一意性が補償されていな

い不適切逆問題�）であり，近似的な誘電率分布画像しか

得ることができない．従来までこのキャパシタンス ��

に用いられている不適切逆問題の解法は，����（�������

��������	
����）�法や最小ノルム法などの拘束条件をつけ

た方法，および，���（���������	
����）�法などの反復

法が一般的に用いられている�）．さらに最近では，��法

を改良した ����（��������	��
����	�������）�法 �）や

����（��������	
��	�����	����
��	������）�法 ��）なども

開発された．���法は高速でリアルタイムな画像表示に

適しているものの，再構成画像が非常に不明瞭となる欠

点があった．また，��法はゲイン値を人為的に設定しな

いと反復解の収束が非常に遅く，または発散してしまう

という欠点が存在した ��）．したがって，人為的なパラ

メータの設定をしなくても正確な誘電率分布画像を得ら

れ，このキャパシタンス ��のシステム方程式に対応し

たより精度の高い不適切逆問題の解法が求められている．

このような状況において，筆者のひとりは，人為的なパ

ラメータの設定が不必要なサンプルドパターン・マッチ
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ング法を新たに提案し，生体内電流分布に関する不適切

逆問題に応用した��）．サンプルドパターン・マッチング

法は，線形システム方程式の既知である入力ベクトルと，

反復演算から計算された出力ベクトルから求めた入力ベ

クトル間の内積演算を行い，その値が���に限りなく近づ

いたときの出力ベクトルを解とするものであり，反復演

算から得られた出力ベクトルの要素パターン（サンプル

ドパターン）が，既知である入力ベクトルの要素パター

ンに限りなく一致するという大きな特徴がある．

　本研究は，サンプルドパターン・マッチング（���）

法を，固気二相流キャパシタンス ��の不適切逆問題の

解法に適用するための基礎的研究として，模擬画像およ

び鉛直管内を自由落下する粒子分布の ��画像とを用い

て，���法と従来法とを比較し，���法の有用性を検

討することを目的としている．

２．キャパシタンス ��センサ

　�����１�（�）�（�）�は本研究で用いたキャパシタンス ��

センサの概略図であり，管路外周に配置したセンサの内

部は��個の測定電極から構成されている��）．センサ内の

電極対はコンデンサとなり，各電極間のキャパシタンス

を測定する．基準電極�と検出電極�間のキャパシタンス

�����は，ガウスの法則より，

�
� �

であり，�は管路断面内の位置ベクトル ����（���），�（�）

は管路断面位置 �における比誘電率，��は真空誘電率，

��は基準電極 �の印加電圧，��（�）は �が基準電極である

ときの管路断面位置 �のポテンシャル，��は基準電極 �

と検出電極 �間の電気力線の及ぶ領域である．この式（�）

において，��と ��は既知，����は測定値で既知であり，

�（�）�と ��（�）�は未知である．ここで，位置 �における

粒子濃度と �（�）�とが線形関係であること，および，粒子

に帯電した電荷を，感度（センシティビティ）を重みと

して，��の領域について線形結合した値が全電荷である

ことを仮定すれば，式（�）の �（�）�を近似的に求めること

ができる．具体的には，�������のみに粒子が存在し，他

の位置には空気のみが存在するとき，

� � �

のラプラス方程式を管路断面内で仮定する．このときの式

（�）を ���により離散化し境界条件により ��（�）�の分布

を求め，これを式（�）に代入して �������のみに粒子が存在

するときのキャパシタンス ����
��を求る．さらにその値から

� �

C
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により，������に粒子が存在するときのセンシティビ

ティ値 ����
��を求める．ここで ����

���と ����
��������は，管路

をすべて空気が占有するときのキャパシタンスと，管路

をすべて粒子が占有するときのキャパシタンスである．

係数 �は管路断面積に対する�ピクセルの面積の比を表

し，�は管路直径，������は �����２�に示した通り，�軸

と �軸の空間解像度である．このセンシティビティ値を

各電極対におけるすべての離散値 �について求めると，

結局，未知の粒子分布のとき，����は ����
�を重みとした

�（�）�の線形結合で，

�
� �

となり，さらにこの式（�）は，

�������� �

の行列式で表現できる．ここで，�は測定されたキャパ

シタンス列ベクトル，��はそのセンシティビティ値を

マップとしたセンシティビティマップ行列，�は求める

誘電率分布列ベクトルである．��個の電極を用いると電

極対の組み合わせは��通りであるので，�は��個の要

素をもつ．������������とし，管路断面を����ピクセル

の空間解像度で表現すると，�は����個の要素をもつ．

センシティビティマップ行列��は��×����行列となる．

その ��各要素は，電極の印加電圧，電極長さ，電極厚さ

などの ��構造によって異なる．�����３は，本研究で用
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いた ��センサのセンシティビティマップ行列��におけ

る�行目から�行目までを，��×��要素の行列として，

（�）から（�）に�次元表示したものである．式（�）におい

て，測定値 �と既知 ��から未知 ��を求める画像再構成

過程は，式数よりも未知数の方が多く �の解の一意性が

補償されない不適切逆問題となる．

３．サンプルドパターン・マッチング法

３．１　サンプルドパターン・マッチング法の特徴

　サンプルドパターン・マッチング（���）法は，ノル

ムによるシステム方程式の正規化および評価関数による

マッチングの評価という２つの大きな特徴を持った反復

法の一種で，人為的にゲインを設定することなく，画像

を再構成できる．式（�）より，キャパシタンス行列 �は，

��の �番目の列行列 ���と �の �番目の要素 ��とを用

いて，

�
� �

と表される．ここで，��は空間解像度���������である．

式（�）を �と ���のノルムにより正規化すると，

�
��

であり，ここで，����はノルムをあらわし，プライム「�」

はそのノルムによる正規化をあらわす．例えば，�のノ

ルムは，各要素 ��の二乗和の平方根であり，それは，

�
� �

である．ここで，�は電極対の組み合わせ総数であり，��

����である．

　���法のもうひとつの特徴である評価関数 �（����）�は，

�回反復後の再構成画像 �����から求めたキャパシタンス

�����と，実験から得られたキャパシタンス �����との内

積演算，
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であり，�（����）�が限りなく���に近づいたとき，すなわ

ちサンプルドベクトル �����が実験値のキャパシタンス

�����と平行になったときの �����を ���法の解とする．

３．２．　反復解と評価関数

　式（�）より，実験で得られたキャパシタンス �����から

の ���法における初期画像を �����とすると，それは，

� � （��）

となる．ここで，���
��は ���の転置行列であり，���

����

が単位行列にはならないので，�����は近似値となる．式

（��）の�����を式（�）の��に代入してノルムで正規化した

�����は，

� �
（��）

となる．�����と �����のキャパシタンス誤差 ������は，

� � （��）

であり，したがって，誘電率分布誤差 ������は，

� � （��）

となる．式（��）から式（��）より，第�回目の反復解 �����

は，

�
（��）

�

となる．したがって，�回目の反復解�����と（�����）回目

の反復解 ���������との関係は，

�
（��）

�

となる．

　式（�）と式（��）より，�から �（����）�を引くと，

�
� （��）

となり，さらに，�����を式（��）の両辺にかけると式（��）

は，

� �

（��）

となる．ここで，��は零行列である．ノルムで正規化さ

れているために ����������������であるので，式（��）は�
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� �

（��）

となる．式（��）の左辺は，式（��）の反復解の�����������と

同じであり，その反復解には評価関数 �（����）が含まれて

いることがわかる．

４．シミュレーション

　管路断面の粒子分布を模擬的に仮定し，���法，��

法および ���法を用いて画像を再構成し，その画像相関

を計算して各再構成法の精度について検討する．��法の

反復解は，

�
� （��）

であり，ここで，

�
（��）

　　�

である．「�」は正規化を示し，毎回の反復により，����

の最大ピクセル値である �������と最小ピクセル値である

�������とを用いて �
���を正規化する．これらのピクセル

値は，模擬粒子の管路断面位置における濃度を示す．式

（��）において，��はゲイン値を示す．��法と ���法の

反復回数は共に�����回とした．�����４（１）�はシミュレー

ションで用いた模擬画像であり，粒子が（�）中心に位置す

る場合，（�）管底に位置する場合，および（�）分散してい

る場合を示す．一般的に固気二相流の粒子分布は，これ

らの三つの基本パターンが混在したものと考えられるの

で，本研究ではこれらの基本パターンのみを模擬粒子分

布として取り上げる．ゲイン値は，粒子が（�）中心に位置

する場合は������，（�）管底に位置する場合は�������，

（�）分散している場合は�������とし，このゲイン値のとき，

反復画像において ������の値が�であることを確認した．

　���法，��法，および ���法で再構成した画像を

�����４（２）～（４）�に示す．（�），（�）および（�）のすべての場

合について，���法が元画像を定性的に最も正確に表し

ていることがわかる．一例として（�）の粒子分布が中心の

場合について，��� 法における評価関数の収束状況は

�����５に示した通りである．評価関数の値がほぼ���であ

り，�����と�����とがほぼ平行となり，�����と�����の要

素パターンがほぼ一致することがわかる．次に，再構成

された各画像と元画像との画像相関，

� �
（��）

を用いて，定量的に再構成画像の精度を評価した．ここ

で，��は �����４�（２）�から �����４�（４）�に示した再構成画像，
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� は ��の全要素の和をピクセル数で除した平均値，���
は �����４�（１）�に示した元画像， �はその平均値である．

画像相関は ������１に示した通りであり，この表から

���法は全ての場合において画像相関が高く，例えば，

（�）の粒子が分散している画像の場合，���法は����法
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(a)Center         　　　　 (b) Bottom         　　　   (c) Dispersion
(1) Particle distribution

(a)Center                         (b) Bottom                         (c) Dispersion
(2) Reconstructed image by LBP

(a)Center                         (b) Bottom                         (c) Dispersion
(3) Reconstructed image by NR

(a)Center                          (b) Bottom                        (c) Dispersion  
(4) Reconstructed image by SPM
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と比較して画像相関を�����％，��法と比較して����％

増加させることができた．また，（�），（�）および（�）の三

つの場合の平均画像相関については，���法は����法

と比較して����％，��法と比較して����％増加させる

ことができた．

５．�実　　験

５．１　実験装置・条件・方法

　前述の模擬画像を用いたシミュレーションにおいて，

���法は ��法や ���法と比較して，高精度で画像を

再構成することができた．そこで，実際の垂直管内の自

由落下粒子を用いて，���法と ��法の精度をさらに詳

しく比較検討する．実験装置は �����６に示した通りであ

り，ホッパー，レシーバータンク，鉛直管，キャパシタ

ンス ��センサ，信号処理器，およびパーソナルコン

ピュータからなる．��センサは内径�������長さ�����

の鉛直管の下端に配置した．ホッパーから投入された粒

子は自由落下し，レシーバータンクで回収された．粒子

はほぼ球形のポリエチレンペレットを用い，その平均粒

子径は�������，真密度は���������である．空気の比

誘電率は������であり，ポリエチレンペレットの比誘電

率は���である．この比誘電率の差から，ポリエチレンペ

レットにより多くの電荷が生じる．粒子質量流量は

��������	
，粒子体積流量は�����×���－�������であった．

�フレームの画像再構成に必要な��組の電極対のキャパ

シタンス測定時間は，������������とした．�番目の電極

対で測定されたキャパシタンス ���は，前述の ����
���と

����
��������を用いて，

� �
（��）

の通り正規化した．これらの����
���と����

��������は，本実験

を行なう前にあらかじめ測定し ���の較正値に用いた．

５．２　実験結果と再構成画像

　�����７は粒子落下直後から�����時間（＝����秒間）

におけるすべての電極対で測定された正規化キャパシタ

ンスを示す．�軸は基本的に時間を示し，より正確には，

C
C

i
mi i j

air

i j
particle

i j
air

C

C C
=

−
−

,

, ,

（�����の商＋�）×���は時間を示し，（����の余り＋�）

はその時間の電極対番号を示す．本研究では粒子落下直

後の粒子濃度が安定した������から落下終了前の������

時間において，その測定された正規化キャパシタンスか

ら，��法と ���法とを用いて，誘電率分布画像を再構

成した．本研究では ��法と ���法ともに��回の反復

回数とした．��法の画像精度はゲイン値に依存するので，

��法のゲインは��回の反復回数時の再構成画像のピク

セル平均エラー������が，���になる値 ���������とした．

　�����８（�）�は，一例として�����，�����，�����，�����

および�����時間における ��法によって再構成された

画像であり，�����８（�）�は，���法によって再構成され

た画像である．ポリエチレンペレットでセンサ内を満た

したときの再構成画像の誘電率を���，空気でセンサ内を

満たしたときの再構成画像の誘電率を���で正規化し，固

気二相流状態の二次元誘電率分布を，その正規化した値

を基準とした比で求めた．赤色は高い粒子濃度を示し，

青色になるにしたがい粒子濃度が低くなる．この図より，

�����，�����および������の再構成画像については，��

法と ���法との間で，誘電率分布の差異はあまり見られ

ないが，�����と�����の再構成画像については，大きな

差異が見られる．�����９は一例として�����時間におけ

る，���法の評価関数 �（����）�の値である．式（�）で示

サンプルドパターン・マッチング法による固気二相流 ��画像の再構成�
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(a) NR method

(b) SPM method
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した実験キャパシタンス������と再構成画像からのキャパ

シタンス�����との内積値は�����であり，���に近づいて

いることがわかる．

６．考　　察

６．１　�ボイド率による精度の検討

　４．のシミュレーション結果から，���法は，��法や

���法に比べて，高精度に粒子濃度分布を再構成できる

可能性があることがわかった．本考察では，�）実験キャ

パシタンスからのボイド率と再構成画像からの補正ボイ

ド率とを比較することにより，さらに，�）再構成画像か

らキャパシタンスを計算し，実験キャパシタンスとの時

間相関を求めることにより，���法と ��法との精度を

比較検討した．�����７に示した実験キャパシタンスから

求めた，ある時間のボイド率 ���は，

�
� （��）

で表される．管断面すべてが空気で満たされるときのボ

イド率は��％，管断面すべてが粒子で満たされるときの

ボイド率は���％となる．再構成画像から計算した，あ

る時間のボイド率 ��は，

�
� （��）

で表される．式（��）と（��）より，再構成画像は正規化に

より相対値しか示さず，その再構成画像の全ピクセル値

を加えても正しいボイド率にはならない．そこで，再構

成画像からのボイド率の時間平均値が，実験キャパシタ

ンスからのボイド率の時間平均値と等しくなるように，

補正係数 �の値を設定し，再構成画像からのボイド率を

補正した．そして，式（��）と（��）から，実験キャパシタ

ンスからのボイド率と，再構成画像からの補正ボイド率

間の偏差の時間平均値を

� �
（��）

により求め，��法と ���法の精度を評価した．ここで，

���は ���時間における実験キャパシタンスからのボイド

率，���は ���時間における再構成画像からの補正ボイド

V
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率である．��は���，��は���である．�����１０（�）�は実験

キャパシタンスからのボイド率の時間変化，�����１０（�）�

は ��法からの補正ボイド率の時間変化，�����１０（�）�は

���法からの補正ボイド率の時間変化である．またこれ

らの図中には，最大値と最小値が表れる時間も示してあ

る．�����１０（�）�から，実験キャパシタンスからのボイド

率においては，その最大値と最小値の時間は �����と

�����であった．�����１０（�）�から，��法からの補正ボイ

ド率においては，その最大値と最小値の時間は�����と

�����であった．このことより，各時間は大きく異なり，

��法はあまり正確に再構成していないことが伺われ�

る．一方，�����１０（�）�から，���法からの補正ボイド率

においては，その最大値と最小値の時間は�����と�����

であり，最小値については異なるもののその最大値につ

いては，実験キャパシタンスからのボイド率と同時間で

あった．このこのとは，���法が精度良く再構成してい

ることが伺われる．������２は，各方法の補正係数 �，最

大値，最小値および偏差を示したものである．この�

������２より，実験キャパシタンスからのボイド率と

���法からの補正ボイド率間の偏差は�����であり，一

武居　昌宏，李　輝，越智　光昭，斎藤　兆古，堀井　清之
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(a) Void ratio from experimental capacitances

(b) Void ratio from images calculated by NR

(c) Void ratio from images calculated by SPM
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方，��法のそれは����であった．つまり，��� 法は

��法と比較して，偏差を����％減少させることができ，

このことは，���法は ��法よりも，実際の粒子分布を

より正確に再構成できたことを示す．

６．２　キャパシタンスの時間相関による精度の検討

　���法と ��法の精度をさらに詳細に比較検討するた

めに，��法と ���法の再構成画像からキャパシタンス

を計算し，実験キャパシタンスとの時間相関を求めた．

�����１１（�）�から�（�）�は，一例として�����時間における，

実験キャパシタンス，���法による再構成画像からの

キャパシタンス，��法による再構成画像からのキャパ

シタンス，および，���法による再構成画像からのキャ

パシタンスを，電極対番号を横軸として示したものであ

る．各キャパシタンスとも，比較を容易にするために，

最大値���と最小値���とで正規化してある．�����１１（�）�

と�（�）�とを比較すると，���法による再構成画像からの

キャパシタンスは，実験キャパシタンスにほとんど一致

しない．�����１１（�）�と�（�）�（�）�とを比較すると，��法に

よる再構成画像からのキャパシタンスは，多少は実験

キャパシタンスに近づき，���法による再構成画像から

のキャパシタンスは，実験キャパシタンスに非常に良く

一致することがわかる．実験キャパシタンスと各再構成

画像からのキャパシタンス間の時間相関は，�����１２に示

した通りであり，全時間について，���法によるキャパ

シタンスの相関は，���法や ��法と比較して，非常に

高い値を示す．より詳細には，���法によるキャパシタ

ンスの時間平均相関は�����で，���法と ��法のそれ

は�����と�����である．つまり，���法は ���法と比

較して，キャパシタンスの時間平均相関を���％増加さ

せ，��法と比較して，����％増加させた．このことは，

���法は ���法や ��法よりも，実際の粒子分布をよ

り正確に再構成できたことを示す．その理由として，

���法は式（�）における ������と ������間の内積値であ

る評価関数を反復解内部に備え，その評価関数を���に限

りなく近づけたために，������の要素パターンと ������の

要素パターンとがマッチングを取りながら画像を再構成

したことに起因する．しかしながら，���法や ��法は

評価関数を持たず，再構成画像における ������の値が�

であっても，������の要素パターンと ������の要素パター

ン間のマッチングの補償は，反復時に存在しない．以上

の考察から，���法は固気二相流 ��画像の再構成に適

した再構成方法であることがわかる．

７．結　　言

　固気二相流キャパシタンス ��の不適切逆問題の解法

に，���法を適用し，次の結論を得た．

�）�模擬画像を用いたシミュレーションにおいて，���

法は従来法に対して再構成画像の精度を向上させた．

サンプルドパターン・マッチング法による固気二相流 ��画像の再構成�
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(c) Correlation of SPM image

(a) Correlation of LBP image            (b) Correlation of NR image



具体的には，粒子が管路断面中心に位置する画像，

管底に位置する画像，および，分散している画像に

ついて，��� 法は ��法に対して平均画像相関を

����％増加させ，���法に対して����％増加させた．

�）�実験キャパシタンスから求めたボイド率と再構成画

像から求めた補正ボイド率間の時間平均偏差を計算

した．その結果，��� 法に対する時間平均偏差は

�����であり，���法の時間平均偏差は����であり，

���法は ��法と比較して時間平均偏差を����％低

下させた．このことは，���法の再構成画像がより

高精度であることを意味する．

�）�実験キャパシタンス������と再構成画像からのキャパ

シタンス ������間の時間平均相関を計算した．その結

果，���法に対する時間平均相関は�����であり，

��法の時間平均相関は�����であり，���法は ��

法と比較してキャパシタンスの時間平均相関を

����％増加させた．このことは，���法は評価関数

を反復解内部に備え，������と������の内積を���に限

りなく近づけたために，������の要素パターンと������

の要素パターンとがマッチングを取りながら画像を

再構成したことに起因する．

　本研究を行なうにあたり，英国マンチェスター工科大

学（�����）の ��������	��
�������と英国 ���社の�

����������	�
�����に多大なるご助言を頂きました．さ

らに，本研究の実験を行なうにあたり，日本大学理工学

部機械工学科大学院生，梅津敏之君にお手伝いいただき

ました．ここに感謝申し上げます．
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